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PLANIFICATION D’HORAIRES DE TRAVAIL

Frédéric Gardi
Sous la direction de Michel Van Caneghem

Laboratoire Informatique de Marseille

Résuḿe Le problème de la planification d’horaires de travail consiste, de mani`ere sch´ematique, en l’affectation d’un en-
semble de tˆaches `a un ensemble d’agents selon des r`egles bien d´efinies. Nous avons extrait de cette probl´ematique
complexe, trois probl`emes formul´es de mani`ere plus simple : le probl`emeMP 1 équivalent au probl`eme de la
partition d’un graphe d’intervalles par des stables de taille born´ee et deux probl`emesMP 2 et MP 3 pouvant
être vus comme des extensions du probl`eme de Bin-Packing.
Dans un premier chapitre, nous ´etudions la complexit´e du problèmeMP 1. Tout d’abord, nous ´etablissons deux
conditions suffisantes `a sa polynˆomialité, à partir desquelles nous montrons queMP 1 est polynômial pour la
classe des graphes d’intervalles propres. Ensuite, nous d´ecrivons un nouvel algorithme enO(n log n) pour le
problème du couplage parfait dans le compl´ement d’un graphe d’intervalles. Enfin, `a partir de ces r´esultats, nous
formulons deux algorithmes d’approximation polynˆomiaux efficaces pour le cas o`u MP 1 estNP-complet.
Dans un second chapitre, nous d´efinissons et ´etudions la complexit´e du problème de Bin-Packing avec contraintes
de compatibilité. Celles-ci ´etant définies par un graphe de compatibilit´e, nous ´etablissons le lien ´etroit qui existe
entre l’approximabilité des probl`emesMP 2 et MP 3 et l’approximablité du problème de la coloration du
complément de ce graphe de compatibilit´e. Enfin, nous d´ecrivons plusieurs algorithmes d’approximation po-
lynômiaux pour les probl`emesMP 2 et MP 3 et donnons leurs facteurs d’approximation dans le pire des cas.

Introduction
La planification d’horaires de travail est un important probl`eme de recherche op´erationnelle, ´etudié

depuis plusieurs d´ecennies [10] ; il est d’autant plus d’actualit´e du fait de la r´eduction du temps de travail
dans les entreprises (passage aux 35 heures). C’est un probl`eme difficile, combinant `a la fois des notions
li ées aux probl`emes d’emplois du temps et d’ordonnancement. Sa formulation semble pourtant simple
à priori : affecter du travail mat´erialisé sous forme de tˆaches, avec une date de d´ebut et une date de fin,
à des agents, l’ensemble des tˆaches affect´ees aux agents formant ainsi des vacations. Mais la difficult´e
vient du fait que cette affectation du travail doit respecter certaines conditions et une r`eglementation
bienétablie (par exemple : tˆaches n´ecessitant certaines qualifications, dur´ee maximum d’une journ´ee de
travail, pauses repas, repos nocturnes, etc). De plus, l’affectation doit g´enéralement viser `a minimiser un
ou plusieurs objectifs (par exemple : minimiser le nombre d’heures suppl´ementaires effectu´ees par les
agents, ´equilibrer le nombre d’heures de travail de l’ensemble des agents, etc).

Comme nous pouvons le constater, la mod´elisation du probl`eme dans sa globalit´e devient, de par les
besoins des entreprises et la l´egislation du travail, extrˆemement complexe. Il en est ´evidemment de mˆeme
pour sa résolution. En effet, la lourde combinatoire cach´ee derrière le problème rend n´ecessaire des tech-
niques de recherche op´erationnelle ´elaborées pour le r´esoudre.
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Ainsi, l’entreprise PROLOGIA - Groupe Air Liquide, qui offre une solution logicielle `a ces probl`emes
de planification, les mod´elise par des probl`emes de set-partitionning qu’elle traite par des techniques de
programmation enti`ere bas´ees sur l’algorithme du simplexe et la g´enération de colonnes. La motivation
de ce travail de recherche a donc ´eté d’essayer d’aborder ces probl`emes de planification de mani`ere plus
simple mais plus formelle, de mani`ere à voir s’il était possible de les traiter correctement par des al-
gorithmes purement combinatoires. Pour cela, nous avons donc tout d’abord mod´elisé le problème de
diff érentes mani`eres simples et ´epurées. Nous avons ainsi exhib´e etétudié trois problèmes qui nous pa-
raissaient int´eressants.

ProblèmeMP1 :

Soitn tâchesTi, i ∈ {1, . . . , n} tel queTi = (di, fi) avecdi ∈ IN date de d´ebut deTi etfi ∈ IN date de
fin deTi. Partitionner cesn tâches en le minimum de vacations tel que les tˆaches appartenant `a une vaca-
tion ne se chevauchent pas deux-`a-deux et que chaque vacation ne contienne pas plus dek tâches,k ∈ IN.

ProblèmeMP2 :

Soitn tâchesTi, i ∈ {1, . . . , n} tel queTi = (di, fi) avecdi ∈ IN date de d´ebut deTi et fi ∈ IN date
de fin deTi. Partitionner cesn tâches en le minimum de vacations tel que les tˆaches appartenant `a une
vacation ne se chevauchent pas deux-`a-deux et que la somme des dur´ees des tˆaches de chaque vacation
soit au plus ´egaleàD,D ∈ IN.

ProblèmeMP3 :

Soit n tâchesTi, i ∈ {1, . . . , n} tel queTi = (di, fi) avecdi ∈ IN date de d´ebut deTi et fi ∈ IN
date de fin deTi. Partitionner cesn tâches en le minimum de vacations tel que les tˆaches appartenant `a
une vacation ne se chevauchent pas deux-`a-deux, que chaque vacation ne contienne pas plus dek tâches,
k ∈ IN et que la somme des dur´ees des tˆaches de chaque vacation soit au plus ´egaleàD,D ∈ IN.

Les tâches pouvant ˆetre consid´erées comme des intervalles sur la droite, nous avons pu reformuler
MP 1 comme un probl`eme de partition d’un graphe d’intervalles par des stables de taille au plusk.
MP 2 peutêtre vu, lui, comme un probl`eme de Bin-Packing avec des contraintes de compatibilit´e entre
les objets d´efinies par le compl´ement d’un graphe d’intervalles. Enfin, nous mod´eliseronsMP 3 de la
même mani`ere queMP 2 en y ajoutant une contrainte : le nombre d’objets par boˆıte limité àk.

La première approche sera ainsi ´etudiée dans le Chapitre 1 et les deux suivantes dans le Chapitre 2.
Les résultats que nous avons pu ´etablir au travers de ces deux chapitres seront exprim´es sous la forme de
lemmes, propositions ou corollaires. Les th´eorèmes que nous ´enoncerons au premier chapitre sont des
résultats d´ejà établis, ou en sont des cons´equences directes.
Ainsi, le Chapitre 1, intitul´e “Sur le problème de la partition d’un graphe d’intervalles par des stables de
taille bornée”, traitera de la complexit´e du problème lui-même. Tout d’abord, nous rappelerons quelques
propriétés ramarquables des graphes d’intervalles puis nous ferons l’´etat de l’art du probl`eme. Ensuite,
nousétablirons des conditions suffisantes pour lesquelles il est polynˆomial, qui nous permettront ensuite
de prouver la polynˆomialité de celui-ci pour les graphes d’intervalles propres. Nous poursuivrons en
présentant un nouvel algorithme enO(n log n) pour le cask = 2, soit le problème du couplage par-
fait dans le compl´ement d’un graphe d’intervalles. Enfin, `a partir de l’ensemble de ces r´esultats, nous
élaborerons des algorithmes d’approximation polynˆomiaux performants pour le casNP-complet.

Le Chapitre 2 porte, lui,“Sur une extension du probl`eme de Bin-Packing”où nous définirons le
problème de Bin-Packing avec contraintes de compatibilit´e entre les objets. Nous repr´esenterons celles-ci
par un hypergraphe ou un graphe de compatibilit´e entre les objets et nous montrerons que le probl`eme est
approximable si et seulement si le probl`eme de la coloration du compl´ement de son graphe de compati-
bilit é l’est aussi. Dans le mˆeme temps, nous donnerons une s´erie de résultats concernant l’approximation
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des problèmesMP 2 etMP 3.

Enfin, nous conclurons ce travail en ´evoquant certaines ouvertures possibles vers d’autres probl´ematiques
posées par la planification d’horaires. Mais avant toute chose, clarifions quelque peu les notations ainsi
que le vocabulaire relatifs `a la Théorie des Graphes, `a la Combinatoire et `a la Théorie de la Complexit´e
que nous allons utiliser tout au long de ce m´emoire.

Définitions et notations
Les symboles et notations ainsi que le vocabulaire que nous utiliseront sont ceux usuellement em-

ployés en Th´eorie des Graphes, en Combinatoire et en Th´eorie de la Complexit´e. Rappelons tout de
même les d´efinitions et notations n´ecessaires `a une bonne compr´ehension du m´emoire [7][2].
Tout d’abord, nous devons pr´eciser que nous ne ferons r´eférence ici qu’à des graphes non-orient´es. Nous
noterons doncG = (V,E) commeétant le graphe non-orient´eG dont l’ensemble des sommets estV et
l’ensemble des arˆetes estE. Nous noteronsxy ∈ E l’arête reliantx ety. Une orientationF des arêtes de
E sera telle que :(x, y) ∈ F implique quex ety sont reliés par une arˆete deE orientée dex versy. Nous
définironsG commeétant le compl´ement deG, soitG = (V,E) où E = {{x, y} ∈ V × V / x 6= y
et xy 6∈ E}. Intuitivement, les arˆetes deG deviennent les non-arˆetes deG et vice versa. Un grapheG
sera dit complet si toute paire de sommets distincts deG est reliée par une arˆete. Le graphe complet `an
sommets sera not´eKn. Soit un sous-ensembleA ⊆ V de sommets deG, nous définirons le sous-graphe
induit parA commeétantGA = (A,EA) oùEA = {xy ∈ E / x ∈ A et y ∈ A}.

Donnons maintenant quelques d´efinitions plus techniques relatives `a G = (V,E) un graphe non-
orienté quelconque.
Une clique deG est un ensembleC ⊆ V de sommets deG tel que∀x, y ∈ C avecx 6= y, xy ∈ E,
c’est-à-dire tel que le sous-graphe induit parC soit complet. Une cliqueC est dite maximale si aucune
autre clique deG ne contient proprementC comme sous-ensemble. Une cliqueC est donc dite maximum
si aucune autre clique deG n’est de cardinalit´e strictement sup´erieureàC. Certains auteurs utilisent le
terme d’ensemble complet pour d´esigner une clique.ω(G) dénote la cardinalit´e de la clique maximum
de G.
Unecouverture par des cliquesC deG de tailleq est une partitionC1, . . . , Cq de l’ensemble des sommets
V tel que chaqueCi ∈ C soit une clique.k(G) désigne la taille de la couverture deG par un minimum
de cliques.
Un stableest un ensembleS ⊆ V de sommets deG tel que∀x, y ∈ S avecx 6= y, xy 6∈ E, c’est-à-dire
tel que le sous-graphe induit parS soit vide. Certains auteurs utilisent le terme d’ensemble ind´ependant
pour désigner un stable.α(G) dénote la cardinalit´e du stable maximum deG.
Une q-coloration deG ou encoreune partition par des stablesS deG de taille q est une partition
S1, . . . , Sq de l’ensemble des sommetsV tel que chaqueSi ∈ S soit un stable.χ(G), appelé nombre
chromatique deG, désigne la taille de la partition deG par un minimum de stables.
De la même mani`ere, nous d´efinironsχ(G, k) commeétant la taille de la partition deG par un minimum
de stables de taille au plusk, k ∈ IN.

A partir de ces quelques d´efinitions, nous pouvons facilement voir que, pour un grapheG = (V,E)
quelconque o`u |V | = n, nous avons :

– ω(G) ≤ χ(G) etα(G) ≤ k(G)
– ω(G) = α(G) etχ(G) = k(G)
– χ(G, 1) = n et∀n′ ∈ IN, n′ ≥ n, χ(G,n′) = χ(G)

Enfin,évoquons la notion de graphe biparti. Un grapheG = (V,E) est biparti si ses sommets peuvent
être partitionn´es en deux stables disjointsX etY . De manièreéquivalente,G est biparti si et seulement
si G est2-colorable. Il sera donc not´eG = (X,Y,E). Un graphe biparti complet surm + n sommets
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partitionnés en deux stables de taillem etn sera not´eKm,n.

Concernant les hypergraphes, nous n’aurons r´eellement besoin que de leur d´efinition précise.
SoitX = {x1, . . . , xn} un ensemble fini. Un hypergraphe surX est une familleH = (E1, . . . , Em) de
parties deX (H ⊆ P(X)) avec :

– Ei 6= ∅
–
⋃m

i=1Ei = X

Un graphe est donc un hypergraphe dont toutes les arˆetes sont de cardinalit´e2. Un hypergrapheH sera
souvent repr´esenté en dessinant sur le plan des points correspondant aux sommets, une arˆeteEj étant
représentée par une boucle sur son ´elément si|Ej | = 1, par un trait continu joignant ses deux ´eléments
si |Ej | = 2 ou par un trait plein entourant ses ´eléments si|Ej | ≥ 3.

On peut aussi d´efinir un grapheG ou un hypergrapheH par sa matrice d’incidenceA =
(
(ai

j)
)

, les co-

lonnes repr´esentant les arˆetesE1, . . . , Em, les lignes repr´esentant les sommetsx1, . . . , xn , avecai
j = 0

si xi 6∈ Ej etai
j = 1 si xi ∈ Ej .

Voici, pour terminer, quelques notations de la Th´eorie de la Complexit´e que nous utiliserons fr´equemment
dans ce travail.
Nous noteronsNP commeétant la classe des probl`emes polynomiaux non-d´eterministes etP la classe
des problèmes polynomiaux d´eterministes. Un probl`emeP ∈ NP sera ditNP-complet si∀P ′ ∈ NP,
P ′ se réduit polynômialement `aP . Un problème de minimisationP sera ditα-approximable avecα ∈ lR
s’il existe un algorithmeA retournant une solutionSALG tel queSALG ≤ αSOPT avecSOPT la solution
optimale pourP .
La Théorie de la Complexit´e a permis d’´etablir laNP-complétude de nombreux probl`emes, essentiel-
lement des probl`emes combinatoires. Nous allons ici en pr´esenter un comme exemple :le probl̀eme de
la partition nuḿerique3-dimensionnelle, problème peu connu, g´enéralisant le probl`eme de Tripartition
(que nous ´enoncerons dans la suite du m´emoire), et qui est `a la “base” de laNP-complétude de tous les
problèmes que nous allons ´etudier.

Problème : Partition nuḿerique3-dimensionnelle (Numerical 3-Dimensional Matching)

Entr ée : W,X, Y trois ensembles disjoints contenant chacunm éléments, la tailles(a) ∈ IN de
chaqueélémenta ∈W ∪X ∪ Y et une borneZ ∈ IN tel que

∑
a∈W∪X∪Y s(a) = mZ.

Question : W ∪X ∪ Y peut-il être partitionńe enm ensembles disjointsAi tel queAi contienne
exactement uńelément deW , deX, deY et que pouri ∈ {1, . . . ,m},

∑
a∈Ai

s(a) = Z ?

Ce problème est doncNP-complet si∀a ∈W ∪X ∪ Y , s(a) < Z
2 [6]. Pour davantage de d´etails au

sujet de la Th´eorie de la Complexit´e , nous renvoyons le lecteur `a [4].

Nous pouvons `a présent aborder le Chapitre 1.

1. SUR LE PROBLÈME DE LA PARTITION D’UN GRAPHE
D’INTERVALLES PAR DES STABLES DE TAILLE BORNÉE

La formalisation math´ematique du probl`emeMP 1 nous a naturellement conduit, du point de vue de
la Théorie des Graphes, au probl`eme de la partition d’un graphe d’intervalles par des stables de taille
bornée. En effet, soitG = (V,E) le graphe d´efini de la mani`ere suivante :

– V = {T1, . . . , Tn} l’ensemble des tˆaches,



Sur certains problèmes liés à la planification d’horaires de travail 105

– E = {e = TiTj / {i, j} ∈ {1, . . . , n}2, i 6= j, Ti etTj se chevauchent}.

La notion de vacation, comme ´etant un ensemble de tˆaches ne se chevauchant pas deux-`a-deux, cor-
respond exactement `a la notion de stable dansG. De plus, les tˆaches pouvant ˆetre consid´erées comme des
intervalles sur l’échelle du temps, le grapheG est donc le graphe des intersections d’un ensemble d’in-
tervalles, appel´e commun´ement graphe d’intervalles. Ainsi, les vacations comprenant, dans le probl`eme
MP 1, un nombre de tˆaches limité à k, celui-ci se traduira-t-il par le probl`eme de la partition du graphe
d’intervallesG par des stables de taille au plusk.

Nous allons, pour d´ebuter, discuter plus amplement de cette structure de graphe d’intervalles, pr´edominante
dans l’ensemble de ce travail, et de ces riches propri´etés, avant de nous lancer dans l’´etude du probl`eme
tel que nous venons de le d´efinir.

1.1 DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES
DES GRAPHES D’INTERVALLES

Les graphes d’intervalles appartiennent `a la grande classe des graphes des intersections d’une famille
d’ensembles, que nous pouvons d´efinir de la mani`ere suivante.

Définition 1.1 SoitF une famille d’ensembles non-vides. Le graphe des intersections deF est ob-
tenu en repŕesentant chaque ensemble deF par un sommet et en reliant deux sommets par une arête si
et seulement si leurs ensembles correspondants s’intersectent.

Ainsi, l’intersection d’une famille d’intervalles d’un ensemble lin´eairement ordonn´e (comme la droite
réelle) est appel´e graphe d’intervalles.

Définition 1.2 Un graphe G non-orienté est appeĺe graphe d’intervalles si ses sommets peuventêtre
mis un-̀a-un en correspondance avec un ensemble d’intervallesI d’un ensemble lińeairement ordonńe
de telle manìereà ce que deux sommets soient reliés par une ar̂ete de G si et seulement si leurs intervalles
corespondants s’intersectent. Nous appeleronsI la représentation par intervalles de G.

Par cons´equent, nous assimilerons constamment dans cette ´etude les sommets d’un graphe d’inter-
vallesà leurs intervalles correspondants (ces derniers ´etant toujours consid´erés comme ferm´es). Précisons
donc quelques notations `a ce sujet.

Notation. SoitI un ensemble d’intervalles.
Soit Ii ∈ I, nous noteronsdIi l’indice de début deIi et fIi son indice de fin.
Soit {Ii, Ij} ∈ I × I, nous noteronsIi ∩ Ij = ∅ si Ii et Ij ne s’intersectent pas etIi ∩ Ij 6= ∅ s’ils
s’intersectent.
Ainsi, nous noteronsIi ≺ Ij si fIi < dIj (ce qui impliquera ´evidemmentIi ∩ Ij = ∅).

Une autre d´efinition importante est celle des graphes d’intervalles propres et des graphes d’intervalles
unitaires que nous ´etudierons Section 4.

Définition 1.3 Des intervalles sont dits unitaires si ces intervalles ont une taille unitaire. Un graphe
d’intervalles unitaires est donc un graphe d’intervalles dont tous les intervalles sont unitaires.
Des intervalles sont dits propres si aucun de ces intervalles n’en contient proprement (strictement) un
autre. Un graphe d’intervalles propres est donc un graphe dont tous les intervalles sont propres.

Nous verrons d’ailleurs que la classe des graphes d’intervalles unitaires et la classe des graphes d’inter-
valles propres co¨ıncident (Roberts [1969]). D´efinissons maintenant une autre classe de graphe en relation
avec la structure d’intervalles ou plus exactement avec l’ordre d´efini par celle-ci.
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Définition 1.4 Un grapheG = (V,E) non-orient́e est dit de comparabilité s’il existe une orientation
F des ar̂etes deE satisfaisantF ∩ F−1 = ∅, F ∪ F−1 = E etF 2 ⊆ F avecF−1 = {(y, x) / {x, y} ∈
V × V , (x, y) ∈ F} etF 2 = {(x, z) / {x, y, z} ∈ V × V × V , (x, y) ∈ F et (y, z) ∈ F}.
La relationF est un ordre partiel strict deV dont la relation de comparabilité est exactementE. F est
appeĺe orientation transitive deG (ou deE) etG = (V, F ) graphe d’un ordre partiel.

L’ensemble des propri´etés que nous allons ´enoncer maintenant sous forme de th´eorèmes, ne contiennent
pas les d´emonstrations. Celles-ci figurent dans [7].

Théorème 1.1 (Propríeté d’hérédité) Un sous-graphe induit d’un graphe d’intervalles est un graphe
d’intervalles.

Théorème 1.2 (Haj̈os [1958]) Un graphe d’intervalles est triangulé, c’est-̀a-dire que tout cycle de
longueur4 poss̀ede une corde.

Théorème 1.3 (Ghouila-Houri [1962]) Le compĺement d’un graphe d’intervalles est transitivement
orientable.

Preuve. En effet, un ensemble d’intervalles est un ensemble partiellement ordonn´e.♦

Enfin, Gilmore et Hoffman ont donn´e une caract´erisation totale des graphes d’intervalles.

Théorème 1.4 (Gilmore, Hoffman [1964])Un grapheG est un graphe d’intervalles si et seulement
siG est trianguĺe et son complémentG est un graphe de comparabilité. De plus, les cliques maximales
deG peuvent̂etre linéairement ordonńees tel que, pour chaquex, sommet deG, les cliques maximales
contenantx apparaissent consécutivement.

Nous pouvons en d´eduire les propri´etés algorithmiques int´eressantes suivantes.

Théorème 1.5 (Corollaire du Th́eorème 1.4)SiG est un graphe d’intervalles alors :
- ω(G) = χ(G) etα(G) = k(G) (G est dit parfait),
- ω(G), χ(G), α(G), k(G) peuvent̂etre d́etermińes en temps polynômial,
- en particulier, les probl̀emes de la partition deG par un minimum de stables et de la clique maxi-

mum deG peuvent̂etre ŕesolus enO(n log n).

Etant donn´e son importance dans nos futures d´emonstations, nous allons tout de mˆeme décrire l’al-
gorithme enO(n log n) de coloration d’un ensemble den intervalles (partition d’un ensemble den
intervalles par un minimum de stables).

Algorithme de coloration d’un ensemble d’intervalles :

Entr ée :
Un ensembleI den intervallesIi = (dIi , fIi), i ∈ {1, . . . , n} ;

Sortie :
Une partitionS deI par un minimum de stables ;

Etape 1 :
Trier I selon lesdI croissants ;
SoitS = ∅ ;
Pour chaque stableSi faire

Définir un couple(dSi , fSi)Si
avecdSi l’indice de début du premier

intervalle deSi etfSi l’indice de fin du dernier intervalle deSi ;
SoitS1 = {I1} ;
S = S ∪ S1 ;
Pour chaqueIi, i ∈ {2, . . . , n} faire

Rechercher par dichotomie selonfSj , j ∈ {1, . . . , |S|} le plus petit indicefSj tel quedIi > fSj ;
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SoitfSt cet indice ;
Si t ∈ {1, . . . , |S|} faire

St = St ∪ {Ii} ;
fSt = fIi ;

Sinon faire
SoitS|S|+1 = {Ii} ;
dS|S|+1 = dIi etfS|S|+1 = fIi ;
S = S ∪ S|S|+1 ;

Etape 2 :
RetournerS ;

Voici un exemple de graphe d’intervalles avec sa repr´esentation par un ensemble d’intervalles parti-
tionnés en un minimum de stables.

Nous pouvons `a présent d´efinir clairement notre probl`eme.

1.2 DÉFINITION DU PROBLÈME ET ÉTAT DE L’ART
Donnons tout d’abord la d´efinition du problème de la partition d’un graphe par des stables de taille

bornée sous la forme d’un probl`eme de d´ecision.

ProblèmeP1 : Partition d’un graphe par des stables de taille bornée

Entr ée :G = (V,E) un graphe,k′ ∈ IN, k ∈ IN.

Question : Existe-t-il une partition deV en k′ stablesS1, . . . , Sk′ tel que |Si| ≤ k pour i ∈
{1, . . . , n} ?

Ce problème, défini ici pour un graphe quelconque, estNP-complet. En effet, il contient le probl`eme
de la partition d’un graphe par des stables [9]. Il peut aussi ˆetre vu comme le probl`eme de la coloration
deG enk′ couleurs tel que chaque couleur ne serve pas `a colorer plus dek sommets.

Nous allons donc, dans ce premier chapitre, analyser la complexit´e du problèmeP1 (version “minimi-
sation”) pour les graphes d’intervalles. Ce probl`eme n’aété étudié que très récemment, en voici les deux
principaux résultats.

Théorème 1.6 (Edmonds [1965] - Andrews, Atallah, Chen et Lee [2000])Pourk = 2, le probl̀eme
P1 peutêtre ŕesolu en temps polynômial pour un grapheG = (V,E) quelconque. En particulier, il peut
être ŕesolu enO(n log n) pour un graphe d’intervallesG = (V,E) avec|V | = n.

Preuve. Le problème pourk = 2 estéquivalent au probl`eme du couplage maximum dansG. Celui-ci
peut être résolu par l’Algorithme d’Edmonds enO(n3) [5]. Pour le problème du couplage maximum
dans le compl´ement d’un graphe d’intervalles, Andrews, Atallah, Chen et Lee ont mis au point un algo-
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rithme s’exécutant enO(n log n) [1]. ♦

Théorème 1.7 (Boadlander, Jansen [1995])Le probl̀emeP1 pour les graphes d’intervalles estNP-
complet pourk ≥ 4. Il est en revanche polynômial quelque soitk, si k′ est une constante.

La preuve de ce th´eorème est complexe. Elle peut se faire par une r´eduction polynˆomialeà partir du
problème de la partition num´erique3-dimensionnelle(que nous avons d´efini dans le Chapitre D´efinitions
et Notations) [3]. La seconde affirmation du th´eorème peut ˆetre vérifiée simplement en montrant que
l’ énumération de toutes les solutions peut se faire en temps polynˆomial.

Problème ouvert : La complexit́e du probl̀emeP1 pour les graphes d’intervalles aveck = 3.

L’ensemble des travaux effectu´es dans ce premier chapitre ont en fait ´eté motivés par la recherche d’un
algorithme polynˆomial pour le probl`emeP1 pour les graphes d’intervalles aveck = 3. Bien que cette
recherche n’ait pas encore abouti, elle nous a permis de mettre en avant l’aspect polynˆomial de certains
cas particuliers du probl`eme et ainsi de le r´eduire de mani`ere cons´equente.

La détermination deχ(G, k) est donc un probl`emeNP-complet même pour les graphes d’intervalles.
Nous allons voir qu’il est cependant possible de bornerχ(G, k), et dans certains cas, d’en donner une
valeur exacte. Mais ´enonçons tout d’abord la proposition suivante, triviale mais utile `a la compréhension
de nos futures analyses.

Proposition 1.1 SoitG = (V,E) un graphe quelconque avec|V | = n. Soitk ∈ IN.

χ(G, k) ≥ max(χ(G), dn
k
e)

Preuve. Clairement, nous avons les in´egalitésχ(G, k) ≥ χ(G) etχ(G, k) ≥ dnk e, ce qui nous permet
d’en déduire le résultat.♦

Cette proposition donne une borne inf´erieure pourχ(G, k). Nous allons maintenant voir, dans le cas
des graphes d’intervalles, pour quelles conditions suffisantes cette borne sera atteinte et l’impact que cela
aura sur la complexit´e du problème.

1.3 DEUX CONDITIONS SUFFISANTES POUR
LESQUELLES χ(G, K) = χ(G) ET χ(G, K) = dN

K
e

Proposition 1.2 SoitG = (V,E) un graphe d’intervalles avec|V | = n. Soitk ∈ IN.
SoitS1, . . . , Sχ(G) une partition deG par un minimum de stables.
Si,∀i, i ∈ {1, . . . , χ(G)}, |Si| ≤ k alorsχ(G, k) = χ(G).
Si,∀i, i ∈ {1, . . . , χ(G)}, |Si| ≥ k alorsχ(G, k) = dnk e.
De plus, dans les deux cas, le problèmeP1 peutêtre ŕesolu enO(n log n).

Preuve. Le premier point est imm´ediat par la Proposition 1.1 et le Th´eorème 1.5. La d´emonstration
du second point est elle aussi algorithmique. Elle est notamment bas´ee sur le lemme suivant.

Lemme 1.1 SoitG un graphe d’intervalles. Soitk ∈ IN. Soitk′ stablesS1, . . . , Sk′ deG tel que :
- k′ ∈ {1, . . . , k}
- ∀i, i ∈ {1, . . . , k′}, |Si| = k + ri, ri ∈ {1, . . . , k − 1}
- r =

∑k′

i=1 ri, 1 ≤ r ≤ k
Il existe un stableS′ = {I ′1, . . . , I ′r} deG de taille r tel que∀i, i ∈ {1, . . . , k′}, ri intervalles de
S′ appartiennent̀a Si. Autrement dit, il existe une partition de l’ensemble des intervalles desk′ stables
S1, . . . , Sk′ enk′ stables de taillek et un stable de tailler.
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De plus, la construction deS′ peut se faire en temps linéaire.

Preuve du Lemme 1.1.Nous allons pr´esenter un algorithme polynˆomial pour la construction deS′.
Le principe de cet algorithme est de s´electionner successivement, parmi les stables de taille au moinsk,
les intervalles ayant leurs indices de d´ebut les plus grands, de les extraire du stable auquels ils appar-
tiennent et de les inclure dans le stableS′.

Algorithme 1.1 :

Entr ée :
Un ensemble de stablesS1, . . . , Sk′ tel que
S1 = {I1,1, . . . , I1,k+r1} avecI1,1 ≺ . . . ≺ I1,k+r1

...
Sk′ = {Ik′,1, . . . , Ik′,k+rk′ } avecIk′,1 ≺ . . . ≺ Ik′,k+rk′ ;

Sortie :
Un stableS′ ;

Etape 1 :
S′ = ∅, j = 0 ;
Tant que|S′| < r faire

F = ∅ ;
Pour chaquei ∈ {1, . . . , k′} faire

Si ri > j faire
F = F ∪ {Ii,k+ri−j} ;

Sélectionner dansF l’intervalle I ′
r−j tel que∀I ∈ F , dI ≤ dI′

r−j
;

S′ = S′ ∪ {I ′
r−j} et j = j + 1 ;

Etape 2 :

RetournerS′ ;

L’algorithme s’exécute enO(kk′), il est donc linéaire en le nombre d’intervalles consid´erés. Montrons
à présent queS′ est bien un stable tel qu’il est d´ecrit dans le lemme.
Par construction, il est clair que|S′| = r et que∀i, i ∈ {1, . . . , k′}, ri intervalles deS′ appartiennent `a
Si.
De plus,∀j, j ∈ {0, . . . , r − 1}, I ′r−j−1 ≺ I ′r−j . En effet, soitj ∈ {0, . . . , r − 1}. Soit U =
{I1,k+r1−j−1, . . . , Ik′,k+rk′−j−1} et V = {I1,k+r1−j, . . . , Ik′,k+rk′−j}. Si I ′r−j ∈ V est tel que∀Iv ∈
V , dIv ≤ dI′r−j

alors∀Iu ∈ U , Iu ≺ I ′r−j (voir la figure ci-dessous). En effet, s’il existaitIu,k+ru−j−1 ∈
U tel queIu,k+ru−j−1 ∩ I ′r−j 6= ∅, alors fIu,k+ru−j−1

≥ dI′r−j
et doncdIu,k+ru−j

> dI′r−j
avec

Iu,k+ru−j ∈ V , ce qui est une contradiction.
Or I ′r−j−1 ∈ U . Par cons´equent,I ′r−j−1 ≺ I ′r−j, ∀j, j ∈ {0, . . . , r − 1} et le lemme est v´erifié.♦
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Corollaire 1.1 SoitG un graphe d’intervalles. Soitk ∈ IN.
Soitk stablesS1, . . . , Sk deG tel que∀i, i ∈ {1, . . . , k}, |Si| = k + 1.
Il existe un stableS′ = {I ′1, . . . , I ′k} deG de taille k tel queI ′1 ∈ S1, . . . , I

′
k ∈ Sk. De plus, la

construction deS′ peut se faire en temps linéaire par l’Algorithme 1.1.

Preuve du Corollaire 1.1. Immédiate par le Lemme 1.1, en posantk′ = k et ri = 1, ∀i, i ∈
{1, . . . , k}. ♦

Clairement, le Lemme 1.1 peut s’appliquer r´ecursivement sur un ensemble de stablesS1, . . . , Sk′ avec
k′ ≥ k et r ≥ k pour créer des stables de taillek, tant quer ≥ k ouk′ ≥ k, puis créer un stable de taille
au plusk, lorsque1 ≤ r ≤ k et 1 ≤ k′ ≤ k. Par cons´equent, en posantk′ = χ(G) et r = n − kχ(G),
il sera possible d’obtenir en temps lin´eaire une partition deG par un ensemble de stables de taillek et
un stable de tailler ∈ {1, . . . , k}. Ainsi, la taille de cette partition sera ´egaleà dnk e qui est la borne
inférieure pourχ(G, k) dans le cas pr´esent, elle sera donc optimale.
La partition deG par un minimum de stablesS1, . . . , Sχ(G) pouvantêtre calculée enO(n log n) d’après
le Théorème 1.5, la Proposition 1.2 est donc d´emontrée dans sa totalit´e.
♦

Voici deux exemples d’applications du Lemme 1.1 et de la Proposition 1.2.

Nous allons voir que la Proposition 1.2 est fondamentale dans la d´emonstration de la polynˆomialité
du problèmeP1 pour les graphes d’intervalles propres.

1.4 P1 ∈ P POUR LES GRAPHES D’INTERVALLES PROPRES
Les graphes d’intervalles propres (intervalles n’incluant pas proprement d’autres intervalles) forme

une sous-classe importante des graphes d’intervalles. Cette classe a ´eté en effet trèsétudiée, elle poss`ede
de nombreuses propri´etés intéressantes. Nous pouvons notamment ´enoncer le th´eorème suivant les ca-
ractérisant.

Théorème 1.8 (Roberts [1969])SoitG un graphe. Les conditions suivantes sontéquivalentes :
(i) G est un graphe d’intervalles ne contenant pasK1,3 comme sous-graphe induit,
(ii) G est un graphe d’intervalles propres,
(iii) G est un graphe d’intervalle unitaires.

La preuve de ce th´eorème figure dans [7].

Nous allons montrer que pour cette classe de graphe, le probl`emeP1 est polynômial, et ceci grˆaceà la
proposition suivante.

Proposition 1.3 SoitG = (V,E) un graphe d’intervalles propres avec|V | = n. Soitk ∈ IN.
Il existe une partition deG par un minimum de stablesS1, . . . , Sχ(G) tel que :

– soit∀i, i ∈ {1, . . . , χ(G)}, |Si| ≤ k
– soit∀i, i ∈ {1, . . . , χ(G)}, |Si| ≥ k

De plus, cette partition peut̂etre calcuĺee en temps polynômial.
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Preuve. SoitG = (V,E) un graphe d’intervalles propres. SoitS1, . . . , Sχ(G) une partition deG par
un minimum de stables obtenue par un algorithme polynˆomial de coloration deG (Théorème 1.5).
Si ∀i, i ∈ {1, . . . , χ(G)}, |Si| ≤ k ou si∀i, i ∈ {1, . . . , χ(G)}, |Si| ≥ k, la Proposition 1.3 est v´erifiée.
Nous allons donc montrer que si∃Si tel que|Si| < k et∃Sj tel que|Sj| > k, l’algorithme suivant nous
ramène en temps polynˆomial à un des deux cas pr´ecédemment cit´es.
Le principe de cet algorithme est d’extraire des sommets d’un stableSj tel que|Sj | > k et de les inclure
dans un stableSi tel que|Si| < k de telle mani`ereà ce que, apr`es cette op´eration que nous appelerons
une “redéfinition” deSi etSj , soit |Si| = k, soit |Sj| = k. Une telle permutation des sommets deSi etSj

sera recherch´ee parénumération de toutes les combinaisons des couples de stables constructibles `a partir
des sommets deSi et Sj, soitC2

O((|Si|+|Sj|)k)
couples. La garantie de l’existence de cette permutation

nous sera fournie par le Lemme 1.2 que nous exposerons apr`es la description de l’algorithme en question.

Algorithme 1.2 :

Entr ée :
S1, . . . , Sχ(G) : une partition deG graphe d’intervalles propres par un minimum de stables ;

Sortie :
S1, . . . , Sχ(G) : une partition deG graphe d’intervalles propres par un minimum de stables
tel que soit∀Si, |Si| ≤ k, soit∀Si, |Si| ≥ k ;

Etape 1 :
Si ∀Si, |Si| ≤ k faire

retournerS1, . . . , Sχ(G) ;
Si ∀Si, |Si| ≥ k faire

retournerS1, . . . , Sχ(G) ;

Etape 2 :
Choisir en temps polynˆomial deux stablesSi etSj tel que|Si| < k et |Sj | > k ;
Enumérer lesC2

O((|Si|+|Sj|)k) manières de construire deux nouveaux stablesSi etSj

à partir de l’ensemble des|Si|+ |Sj | sommets deSi etSj ;
Parmi l’ensemble des couples de stables solutions de l’´enumération,
en choisir un red´efinissantSi etSj tel que soit|Si| = k, soit |Sj | = k ;

Etape 3 :

Aller à l’Etape 1 ;

Montrons maintenant la validit´e de cet algorithme. Pour cela, nous allons montrer qu’il existe toujours
un couple solution de l’´enumération tel que soit|Si| = k, soit |Sj | = k.

Lemme 1.2SoitG un graphe d’intervalles propres. Soitk ∈ IN.
Soit deux stablesSi etSj deG tel que|Si| = k + ri et |Sj| = k − rj avecri ≥ 1 et rj ≥ 1.
Il existe une permutation des sommets deSi et Sj redéfinissant ceux-ci tel que|Si| = k + ri − α et
|Sj| = k − rj + α avecα ≥ 1, ri − α ≥ 0 etα− rj ≤ 0.

Preuve du Lemme 1.2SoitSi = {Ii1 , . . . , Iik+ri
} etSj = {Ij1 , . . . , Ijk+rj

} avecIi1 ≺ . . . ≺ Iik+ri

et Ij1 ≺ . . . ≺ Ijk+rj
.

Tout d’abord s’il existe un intervalleIi ∈ Si tel que∀Ij ∈ Sj, Ii ∩ Ij = ∅ alors il existe une permutation
des sommets deSi etSj redéfinissant ceux-ci tel queSi = Si \ {Ii} et Sj = Sj ∪ {Ii}, le lemme est
alors prouvé avecα = 1.
Si ce n’est pas le cas, alors∀Ii ∈ Si, ∃Ij ∈ Sj / Ii∩Ij 6= ∅. Nous pouvons traduire cela plus simplement
par la condition “tout intervalle deSi est intersect´e par au moins un intervalle deSj”.
Or le grapheG étant sansK1,3, tout intervalle deSj ne peut intersecter au plus que deux intervalles de
Si.
Supposons donc que∀Ij ∈ Sj , Ij intersecteIu ∈ Si et Iv ∈ Si, u 6= v. Les intervalles du graphe ´etant
propres, nous pouvons affirmer que∀Ij ∈ Sj , si Ij ∩ Iiu 6= ∅ et Ij ∩ Iiv 6= ∅ avec{Iiu , Iiv} ∈ Si × Si,
u 6= v, u 6= k + ri et v 6= 1 alorsv = u + 1 selon l’ordre défini sur lesSi. C’est-à-dire, si un intervalle
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de Sj intersectent deux intervalles deSi alors nécessairement ces deux intervalles forment une paire
d’intervalles cons´ecutifs dansSi.
Il existe dansSi, k + ri − 1 paires d’intervalles cons´ecutifs{Ii1 , Ii2}, . . . , {Iik+ri−1

, Iik+ri
} et ri étant

au moinségalà1, nous pouvons affirmer que dans le pire des cas, il en existe au moinsk. Or, il existe au
plus k − 1 intervalles dansSj (rj = 1), chacun pouvant intersecter au plus une paire d’intervalles
consécutifs deSi. Par cons´equent, dans le pire des cas, il existera au moins une paire d’intervalles
consécutifs {Iiu , Iiu+1} ∈ Si avecu 6= k + ri et u + 1 6= 0 tel que 6 ∃Ij ∈ Sj / Ij ∩ Iiu 6= ∅ et
Ij ∩ Iiu+1 6= ∅ (voir la figure ci-dessous).

Ainsi, nous pouvons ´ecrireSi = S′
i ∪ S′′

i avecS′
i = {Ii1 , . . . , Iiu} et S′′

i = {Iiu+1 , . . . , Iik+ri
},

Sj = S′
j ∪ S′′

j avecS′
j = {Ij1, . . . , Ijv} et S′′

j = {Ijv+1, . . . , Iik+rj
}, tel queIjv ∩ Iiu+1 = ∅ et

Iju ∩ Iiv+1 = ∅. Il existe donc une permutation des sommets deSi et Sj redéfinissant ceux-ci tel que
Si = S′

i ∪ S′′
j et Sj = S′

j ∪ S′′
i . Or d’après la discussion pr´ecédente,|S′

j| < |S′
i| et |S′′

j | < |S′′
i |. Par

conséquent nous pouvons poser|S′′
j | = |S′′

i | − α avec1 ≤ α ≤ ri et en conclure que|Si| = k + ri − α
et |Sj| = k − rj + α avecα ≥ 1, ri − α ≥ 0 etα− rj ≤ 0.♦

A partir du Lemme 1.2, nous pouvons ´etablir le Corollaire 1.2 qui nous permet donc de conclure quant
à la validité de l’Algorithme 1.2.

Corollaire 1.2 SoitG un graphe d’intervalles propre. Soitk ∈ IN.
Soit deux stablesSi etSj deG tel que|Si| = k + ri et |Sj| = k − rj avecri ≥ 1 et rj ≥ 1.
Il existe une permutation des sommets deSi etSj redéfinissant ceux-ci tel que :

– si ri = rj alors |Si| = k et |Sj| = k
– si ri > rj alors |Si| = k + ri − rj et |Sj| = k
– si ri < rj alors |Si| = k et |Sj| = k + rj − ri

Preuve du Corollaire 1.2. Par application successive du Lemme 1.2 tant que|Si| > k et |Sj | < k,
nous obtenons le r´esultat souhait´e.♦

Analysonsà présent la complexit´e de l’Algorithme 1.2. A chaque passage par l’Etape 2, nous fixons
soit |Si| à k, soit |Sj| à k. Or il y a χ(G) stables. Par cons´equent, nous n’effecturons qu’au plus
χ(G) fois les Etapes 1, 2 et 3. Les Etapes 1 et 3 se font en temps lin´eaire. L’Etape 2, elle, se fait en
O(C2

O((|Si|+|Sj |)k)
). Ainsi la complexité de l’Algorithme 1.3, not´eC(n), sera :

C(n) = χ(G)(O(C2
O((|Si|+|Sj|)k)) +O(n))

Orχ(G) ≤ n, k ≥ 1 et∀{i, j} ∈ {1, . . . , χ(G)}2, i 6= j, |Si|+ |Sj| ≤ n. Par cons´equent,

C(n) = O(n(2k+1))

ce qui est bien polynˆomial enn, quelque soitk. La Proposition 1.3 est donc enti`erement d´emontrée.♦

Ainsi, nous pouvons ´etablir le résultat suivant.

Proposition 1.4 SoitG = (V,E) un graphe d’intervalles propres avec|V | = n. Soitk ∈ IN.

χ(G, k) = max(χ(G), dn
k
e)
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De plus, le probl̀emeP1 peutêtre ŕesolu en temps polynômial pourG.

Preuve. La preuve est imm´ediate par le Th´eorème 1.5, les Propositions 1.2 et 1.4.♦

1.5 UN ALGORITHME EN O(N LOG N) POUR LE
PROBLÈME DU COUPLAGE MAXIMUM DANS LE
COMPLÉMENT D’UN GRAPHE D’INTERVALLES

Dans notre recherche d’un algorithme polynˆomial résolvant le probl`emeP1 pour k = 3, nous nous
sommes int´eress´es au probl`emeP1 pour k = 2 (le problème de la d´etermination deχ(G, 2)). Le
problème est alors ´equivalent au probl`eme du couplage maximum dans le compl´ement d’un graphe
d’intervalles. Nous avons trouv´e à ce sujet un article r´ecent [1], dans lequel les auteurs proposent un
algorithme récursif complexe pour r´esoudre ce probl`eme. Nous allons ici pr´esenter un algorithme it´eratif
original basé sur les propri´etés des intervalles que nous avons mises en avant jusqu’ici.

Algorithme 1.3 :

Entr ée :
Un ensembleI den intervallesIi = (dIi , fIi), i ∈ {1, . . . , n} ;

Sortie :
Une partitionS2 deI par un minimum de stables de taille au plus2 ;

Etape 1 :
S2 = ∅ ; ColorierI (Algorithme de coloration d’un ensemble d’intervalles) ;
SoitS = {S1, . . . , Sχ(G)} la partition deI ainsi obtenue ;

Etape 2 :
Si ∀i, |Si| ≤ 2 faire

RetournerS2 = S ;
Si ∀i, |Si| ≥ 2 faire

Aller à l’Etape 5 ;

Etape 3 :
Calculer une clique maximumC = {c1, . . . , cχ(G)} deG avecc1 ∈ S1, . . . , cχ(G) ∈ Sχ(G) ;
Calculer un couplage maximumM dansGb = (X, Y, A), le graphe biparti convexe tel queX = C,
Y = I \ C, A = {xy / x ∈ X, y ∈ Y etxy ∈ E} ;

Etape 4 :
Compléter les stablesSi = {Ii} de taille 1 par les intervallesIj

avec lesquels ils sont coupl´es dansM (en extrayantIj du stable auquel il appartient) ;
Inclure dansS2 les stablesSi = {Ii} de taille 1 n’ayant pu ˆetre complétés ;

Etape 5 :
Découper les stables restants (de taille≥ 2) en un ensemble de stables de taille 2
et un stable de taille 1 si le nombre d’intervalles de l’ensemble de ces stables est impair (Proposition 1.2) ;

Etape 6 :

RetournerS2 ;

Proposition 1.5 Soit un ensembleI = {I1, . . . , In} den intervalles. L’Algorithme 1.3 retourne une
partition deI par un minimum de stables de taille au plus2 enO(n log n).



114 FRÉDÉRIC GARDI

La figure ci-dessus d´ecrit les Etapes 3, 4 et 5.

Preuve. Une preuve formelle de la validit´e ainsi que de la complexit´e de cet algorithmme serait
longue et complexe, nous pr´eférons donc en expliquer ici le principe et d´ecrire les propri´etés qui nous
permettent d’affirmer qu’il peut s’ex´ecuter enO(n log n).
Par le Théorème 1.5, l’Etape 1 peut s’ex´ecuter enO(n log n). Après l’Etape 1, nous avons une partition
deI par un minimum de stables, soitS = {S1, . . . , Sχ(G)}. Par la Proposition 1.2, nous savons que si,
∀i, |Si| ≤ 2, alorsχ(G, 2) = χ(G) et S2 = S, et que si,∀i, |Si| ≥ 2, alorsχ(G, 2) = dn2 e et S2 peut
être obtenu en temps lin´eaire par l’Etapes 5.
Le problème est donc d’obtenir une partition deI parχ(G) stables o`u l’on est un minimum de stables de
taille 1. Ceci est fait `a l’Etape 3 par un couplage maximum entre les intervalles appartenant `a une clique
maximumC (dont font nécessairement partie les intervalles des stables de taille1) et le reste des inter-
valles deI, soitI \ C. La recherche d’une clique maximumC peut se faire enO(n log n), enénumérant
les cliques maximales deI à partir deS (par le Théorème 1.4, nous pouvons affirmer qu’il y en an
au plus). Ensuite, le graphe bipartiGb tel qu’il est défini dans l’algorithme ´etant convexe, le probl`eme
du couplage maximum dans celui-ci peut se r´esoudre enO(n log n) [1]. Définissons donc ce qu’est la
convexité pour un graphe biparti.

Définition 1.4 Un graphe biparti convexeG = (X,Y,E) est un graphe biparti avecX = {x1, . . . , xm},
Y = {y1, . . . , yn} etE l’ensemble des arêtes. Une ar̂etexiyj ∈ E si et seulement sixi ∈ X, yj ∈ Y
etDi ≤ j ≤ Fi, où Di (respectivementli) est l’indice du premier (respectivement du dernier) sommet
dansY auquelxi est relíe.

La convexité deGb peut se montrer par construction. En effet, soitYd l’ensemble des intervallesIj
tel queIj ∈ I\C, ∃Ii ∈ C / Ij ≺ Ii (c’est-à-dire les intervalles `a “gauche de la cliqueC”) tri é par
ordre croissant desfIj et Yf l’ensemble des intervallesIj tel queIj ∈ I\C, ∃Ii ∈ C / Ij � Ii (c’est-
à-dire les intervalles `a “droite de la cliqueC”) tri é par ordre croissant desdIj . Nous pouvons construire
Y de la manière suivante :Y = Yd ∪ Yf = {y1, . . . , yt, yt+1, . . . , y|Yd∪Yf |}, Yd = {y1, . . . , yt} et
Yf = {yt+1, . . . , y|Yd∪Yf |}. Soitxi ∈ X. SiDi est l’indice du premier sommet (intervalle) auquelxi est
relié (couplé) dansY etFi l’indice du dernier alors l’ordre d´efini surY est tel que les sommets (inter-
valles) situés entreFi etLi seront nécessairement reli´es eux aussi `a xi (pourrontêtre couplé avecxi).
D’après la Définition 1.4,Gb est donc convexe.
De plus, il n’est pas n´ecessaire de construire explicitementGb pour y calculer un couplage maximum.
En effet, en d´efinissant pour chaquex ∈ X le couple(Di, Fi) et en triant l’ensembleX selon lesDi

croissants (et selon lesFi croissants en cas d’´egalité desDi), il sera possible de trouver un couplage
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maximum deGb par un simple parcours de l’ensembleX, en le maintenant tri´e par insertion dichoto-
mique (O(log n)) si nécessaire. Par cons´equent, le calcul du couplage maximum pourra s’effectuer en
O(n log n).
L’Etape 4 utilise ensuite le r´esultat de ce couplage pour compl´eter les stables de taille1 par un intervalle
deI \ C si cela est possible : ce processus doit se poursuivre tant qu’il se cr´ee des stablesSi = {Ii} de
taille 1 tel que{Ii, Ij} ∈ M. Cetteétape peut s’effectuer enO(χ(G)), c’est-à-dire enO(n) (χ(G) ≤ n).
Ayant ainsi minimiser le nombre de stables de taille1, l’Etapes 5 nous permet de coupler de mani`ere op-
timale les intervalles des stables restants (de taille sup´erieure ou ´egaleà2) enO(n) (Proposition 1.2).♦

1.6 ALGORITHMES D’APPROXIMATION POLYNÔMIAUX
POUR LE CAS NP -COMPLET

Après avoir détaillé quelques cas o`u P1 est polynômial pour les graphes d’intervalles, nous allons
maintenant proposer un algorithme d’approximation polynˆomial pour traiter le cas difficile, soitG un
graphe d’intervalles avecS = {S1, . . . , Sχ(G)} une partition minimum deG par des stables tel que∃Si

tel que|Si| < k et∃Sj tel que|Sj | > k.

Algorithme 1.4 :

Entr ée :
G un graphe d’intervalles etk ∈ IN ;

Sortie :
Une partitionSk deG par des stables de taille au plusk ;

Etape 1 :
Sk = ∅ ; ColorierG ;
SoitS = {S1, . . . , Sχ(G)} une partition minimum deG par des stables ;

Etape 2 :
SoitS ′ l’ensemble des stablesSi ∈ S tel que|Si| ≥ k ;
PartitionnerS ′ en le minimum de stables de taille au plusk ;
Inclure l’ensemble des stables ainsi obtenus dansSk ;

Etape 3 :
Pour chaqueS ∈ S \ S ′ (|S| < k) faire

InclureS dansSk ;

Etape 4 :

RetournerSk ;

Proposition 1.6 Soitχ(G, k)ALG = |Sk|. L’Algorithme 1.4 est un algorithme d’approximation en
O(n log n) pour le probl̀emeP1 tel que

χ(G, k)ALG ≤ χ(G, k) +
k − 1
k

χ(G) +
1
k

Soit,

χ(G, k)ALG ≤
2k − 1
k

χ(G, k) +
1
k

Preuve. Cet algorithme peut s’ex´ecuter enO(n log n) par le Théorème 1.5 et la Proposition 1.2.
Analysons donc|Sk|. Notons|S ′| le nombre d’intervalles de l’ensemble des stables deS ′ et χ′(G) le
nombre de stablesS ∈ S \ S ′. Nous avons donc

χ(G, k)ALG = d|S
′|
k
e+ χ′(G)
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Or |S ′|+
∑

∀S∈S\S′ |S| ≤ kχ(G, k), donc

χ(G, k)ALG ≤ χ(G, k) + χ′(G)−
∑

∀S∈S\S′ |S|
k

+ 1

Or ∀S ∈ S \ S ′, |S| ≥ 1 etχ′(G) ≤ χ(G)− 1. Par cons´equent,

χ(G, k)ALG ≤ χ(G, k) +
k − 1
k

χ(G) +
1
k

♦

Corollaire 1.3 SoitG = (V,E) un graphe d’intervalles avec|V | = n. Soitk ∈ IN.

max(χ(G), dn
k
e) ≤ χ(G, k) ≤ n

k
+ χ(G)

Preuve. Par la Propositions 1.1, nous avons la premi`ere inégalité. Ensuite,

χ(G, k)ALG = d|S
′|
k
e+ χ′(G)

Orχ(G, k) ≤ χ(G, k)ALG, d |S
′|

k e ≤ d
n
k e etχ′(G) ≤ χ(G) − 1. Par cons´equent,

χ(G, k) ≤ n

k
+ χ(G)

♦

Nous pouvons am´eliorer les performances de cet algorithme en utilisant certaines propri´etés de l’Al-
gorithme 1.3. En effet, il nous suffit de remplacer l’Etape 1 de l’Algorithme 1.4 par les Etapes 1, 2, 3 et
4 pour obtenir la borne suivante.

Proposition 1.7 L’algorithme obtenu en remplac¸ant l’Etape 1 de l’Algorithme 1.4 par les Etapes 1,
2, 3 et 4 de l’Algorithme 1.3 donne une approximation enO(n log n) pour le probl̀emeP1 tel que

χ(G, k)ALG ≤ χ(G, k) +
k − 2
k

χ(G) +
2
k

Soit,

χ(G, k)ALG ≤
2k − 2
k

χ(G, k) +
2
k

Preuve. Par le Théorème 1.5, les Propositions 1.2 et 1.5, le nouvel algorithme peut s’ex´ecuter en
O(n log n). La preuve de la borne est identique `a celle de la Proposition 1.6. L’am´elioration réside dans
le fait que tous les stablesSi de taille1 appartiennent n´ecessairement `a une solution optimale. Ainsi,
nous obtenons ici l’in´egalité,

χ(G, k)ALG = χ(G, k) + χ′(G)−
∑

∀S∈S\S′ |S|
k

+ 1

Or ∀S ∈ S \ S ′, |S| ≥ 2 etχ′(G) ≤ χ(G)− 1. Par cons´equent,

χ(G, k)ALG = χ(G, k) +
k − 2
k

χ(G) +
2
k

♦

Remarque. Les deux algorithmes d´ecrits ci-dessus donnent une2-approximation pour le probl`eme
P1 quelque soitk ∈ IN.



Sur certains problèmes liés à la planification d’horaires de travail 117

Pour conclure ce chapitre, nous pouvons rappeler les avanc´ees que nous avons r´ealisées dans l’´etude
de la complexit´e du problèmeP1 pour les graphes d’intervalles. SoitG = (V,E) un graphe d’intervalles
avec|V | = n etk ∈ IN :

– SiS1, . . . , Sχ(G) est une partition deG par un minimum de stables tel que∀Si, |Si| ≤ k, alorsP1

est polynômial pourG etχ(G, k) = χ(G),
– SiS1, . . . , Sχ(G) est une partition deG par un minimum de stables tel que∀Si, |Si| ≥ k, alorsP1

est polynômial pourG etχ(G, k) = dnk e,
– SiG est sansK1,3 (tous les intervalles sont propres ou unitaires) alorsP1 est polynômial pourG et
χ(G, k) = max(χ(G), dnk e),

– P1 peutêtre résolu enO(n log n) pourk = 2 et il est donc possible d’exhiber de la partition deG
par un minimum de stables, tous les stables de taille1 appartenant `a une solution optimale.

Ainsi, nous pouvons r´eduire la recherche de la complexit´e du problème pourk = 3 à la recherche de la
complexité du problèmeP1 (tel que nous l’avons d´efini dans la Section 2) avec comme nouvelle entr´ee :

Entr ée :G = (V,E) graphe d’intervalles, dont certains intervalles ne sont pas propres, avecS1, . . . , Sχ(G)

une partitionS deG par un minimum de stables tel queχ(G) = 3q, q ∈ IN et que le nombre de stables
deS de taille2 (respectivement de taille3, de taille4) soit exactementq (c’est-à-dire tel que la partition
deG par un minimum de stables contienne exactementq stables de taille 2,q stables de taille 3 etq
stables de taille 4),k = 3, k′ ∈ IN.

C’est-à-dire Nous allons maintenant aborder les probl`emesMP 2 etMP 3 au travers du Chapitre 2.

2. SUR UNE EXTENSION DU PROBLÈME DE
BIN-PACKING

Le problème de Bin-Packing est un c´elèbre problème de recherche op´erationnelle. Il a ´eté trèsétudié
dans les ann´ees 70 mais aujourd’hui encore, son analyse est `a l’origine de nouvelles approches en algo-
rithmique [8].
De nombreuses variantes du Bin-Packing ont ´eté propos´ees et ´etudiées [8], nous allons ici en d´ecrire une
qui semble naturelle : le Bin-Packing avec contraintes de compatibilit´e entre les objets. Ainsi, lorsque
les objets sont repr´esentés par des intervalles sur une droite, ce mˆeme problème devient effectivement
équivalent au deuxi`eme problèmeMP 2 défini dans l’introduction.
Nous avons cependant pens´e qu’uneétude plus g´enérale serait int´eressante.

2.1 DÉFINITION ET COMPLEXITÉ DU PROBLÈME
GÉNÉRAL

Définissons tout d’abord le probl`eme classique de Bin-Packing.

ProblèmeBP : Bin-Packing

Entr ée :O = {O1, . . . , On} un ensemble den objets, une fonctions : O 7−→ lR associant̀a chaque
objet un nombre ŕeel repŕesentant sa taille,D ∈ IN tel que∀Oi ∈ O, s(Oi) ≤ D etk′ ∈ IN.

Question :Existe-t-il une partition deO en k′ boitesB1, . . . , Bk′ tel que la somme des tailles des
objets de chaque boı̂te soit au pluśegaleàD ?

Ce problème estNP-complet [6]. Il existe n´eanmoins de nombreuses heuristiques le r´esolvant avec
de bons facteurs approximations [8], nous en proposerons une dans les sections suivantes.
Dans ce probl`eme, n’importe quelles combinaisons d’objets sont autoris´ees. Supposons maintenant que
seulement certaines combinaisons d’objets soient valides : cela nous am`eneà définir ce que nous appe-
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lerons un hypergraphe de compatibilit´e d’un ensemble d’objets.

Définition 2.1 SoitO = {O1, . . . , On} un ensemble de n objets. L’hypergraphe de compatibilité
H(O) = (V,E) de l’ensemble des objetsO peutêtre d́efini de la manìere suivante :

– V = O
– E = {∀O′ / O′ ∈ P(O) et les objets deO′ sont compatibles}.

L’hypergraphe d’incompatibilit́e deO sera alors d́efini comméetantH(O).

Nous pouvons `a présent d´efinir de manière précise l’extension du probl`emeBP .

ProblèmeBPC : Bin-Packing avec contraintes de compatibilité entre les objets

Entr ée :O = {O1, . . . , On} un ensemble den objets,H(O) = (V,E) son hypergraphe de compati-
bilit é (ouH(O) son hypergraphe d’incompatibilité), une fonctions : O 7−→ lR associant̀a chaque objet
un nombre ŕeel repŕesentant sa taille,D ∈ lR tel que∀Oi ∈ O, s(Oi) ≤ D etk′ ∈ IN.

Question : Existe-t-il une partition deO en k′ boitesB1, . . . , Bk′ tel que la somme des tailles des
objets de chaque boı̂te soit au pluśegaleàD et que chaque boı̂te contienne un ensemble d’objets com-
patibles ?

Caractérisons la complexit´e du problèmeBPC.

Proposition 2.1 Le probl̀emeBPC estNP-complet quelque soitH(O). De plus, il est non-α-
approximable en temps polynômial avecα ∈ lR.

Preuve. Le problèmeBPC contient le probl`emeBP (H(O) l’hypergraphe complet). Il contient
aussi le probl`eme de la coloration d’un hypergraphe (coloration deH(O)) lorsque∀Oi ∈ O, s(Oi) = 1
etD = n qui est un probl`emeNP-complet [9] et non-α-approximable en temps polynˆomial avecα ∈ lR
[6]. ♦

Nous allons nous int´eresser `a une certaine classe de probl`emeBPC : la classe des probl`emesBPC
où la relation de compatibilit´e entre les objets est h´eréditaire, c’est-`a-dire où la relation de compatibilit´e
vérifie les deux conditions suivantes ´equivalentes :

(i) ∀O′ ∈ P(O), O′ compatibles si et seulement si∀P(O′), P(O′) compatibles,
(ii) H(O) est un graphe et∀O′ ∈ P(O), O′ compatibles si et seulement siO′ forme une clique dans
H(O), c’est-à-dire si et seulement si les objets deO′ sont deux-`a-deux compatibles.

2.2 LA CLASSE DES PROBLÈMES BPC OÙ H(O) EST UN
GRAPHE

Définition 2.2 SoitO = {O1, . . . , On} un ensemble de n objets dont les contraintes de compatiblité
sont h́eréditaires. Le graphe de compatibilitéG(O) = (V,E) de l’ensemble des objetsO peutêtre d́efini
de la manìere suivante :

– V = O,
– E = {∀e = OiOj / {Oi, Oj} ∈ O ×O,Oi 6= Oj,Oi etOj compatibles}.

Le graphe d’incompatibilit́e deO sera alors d́efini comméetantG(O).

Nous aurons tendance, dans la suite de notre analyse, `a davantage utiliser le graphe d’incompatibilit´e
G(O).

ProblèmeP2 : Bin-Packing avec contraintes de compatibilité h́eréditaires entre les objets
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Entr ée :O = {O1, . . . , On} un ensemble den objets,G(O) = (V,E) son graphe de compatibilité
(ouG(O) son graphe d’incompatibilit́e), une fonctions : O 7−→ lR associant̀a chaque objet un nombre
réel repŕesentant sa taille,D ∈ lR tel que∀Oi ∈ O, s(Oi) ≤ D etk′ ∈ IN.

Question : Existe-t-il une partition deO en k′ boitesB1, . . . , Bk′ tel que la somme des tailles des
objets de chaque boı̂te soit au pluśegaleàD et que chaque boı̂te contienne un ensemble d’objets com-
patibles ?

Caractérisons maintenant la complexit´e du problèmeP2.

Proposition 2.2Le probl̀emeP2 estNP-complet quelque soitG(O). De plus, il estα-approximable
en temps polyn̂omial avecα ∈ lR si et seulement si le problème de la coloration deG(O) (respectivement
le probl̀eme de la couverture deG(O) par des cliques) estβ-approximable en temps polynômial avec
β ∈ lR etα ≥ β.

Preuve. Pour le premier point, il suffit de voir que le probl`emeP2 contient le probl`emeBP (G(O)
le graphe complet).
Pour le second point, nous allons d´emontrer l’implication dans un sens puis dans l’autre.
=⇒ :
En posant∀Oi ∈ O, s(Oi) = 1 et D = n dans le probl`emeP2, nous pouvons obtenir uneα-
approximation en temps polynˆomial avecα ∈ lR pour le problème de la coloration du grapheG(O)
(respectivement le probl`eme de la couverture du grapheG(O) par des cliques).
⇐= :
Nous allons donner une preuve algorithmique de cette implication. Par commodit´e, nous noterons ici
G(O) parG.
Supposons que le probl`eme de la coloration du grapheG(O) (respectivement le probl`eme de la couver-
ture du grapheG(O) par des cliques) soitβ-approximable en temps polynˆomial avecβ ∈ lR. Il existe
donc un algorithmeA polynômial colorantG enχALG(G) couleurs tel queχALG(G) ≤ βχ(G) avec
β ∈ lR.
Nous pouvons alors d´ecrire l’algorithme suivant pour le probl`emeP2.

Algorithme 2.1 :

Entr ée :
Une instance du probl`emeP2 ;

Sortie :
Un ensemble de boˆıteB définissant une partition deO et solution du probl`emeP2 ;

Etape 1 :
ColorierG par l’algorithmeA enχALG(G) couleurs tel queχALG(G) ≤ βχ(G) avecβ ∈ lR ;

Etape 2 :
Pour chaque stableSi défini par les objets de couleuri faire

Appliquer l’Algorithme Packing pour le probl`emeBP sur l’ensemble des objets deSi ;
Inclure l’ensemble des boˆıtes ainsi obtenu dansB ;

Etape 3 :

Retourner l’ensemble des boˆıtesB ;

Décrivons donc notre Algorithme Packing pour le probl`emeBP .

Algorithme Packing :

Entr ée :
Une instance du probl`emeBP ;
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Sortie :
Un ensemble de boˆıteB définissant une partition deO et solution du probl`emeBP ;

Etape 1 :
SoitL = 0 etf = 1 ;
Pouri de1 àn faire

L = L + s(Oi) ;
Si L > f ×D faire

MarquerOi etf = f + 1 ;

Etape 2 :
SoitB la boı̂te courante,B = ∅ et i = 1 ;
Pour chaqueO ∈ O faire

Si O non marqu´e faire
O = O \ {O}, B = B ∪ {O} ;

Sinon
InclureB dansB ;
SoitB une nouvelle boˆıte courante,B = ∅ ;

Etape 3 :
Pour chaqueO ∈ O faire
O = O \ {O} ;
Soit s(B) la somme des tailles des objets de la boˆıteB ;
Si s(B ∪ {O}) ≤ D faire

B = B ∪ {O} ;
Sinon faire

InclureB dansB ;
SoitB une nouvelle boˆıte courante etB = {O} ;

Etape 4 :

Retourner l’ensemble des boˆıtesB ;

La figure ci-dessous illustre le principe de l’Algorithme Packing.

L’Algorithme Packingétant linéaire en le nombre d’objets consid´erés, l’Algorithme 2.1 peut donc
s’exécuter en temps polynˆomial.

Nous pouvons donc maintenant analyser le r´esultat de l’Algorithme 2.1.
Soit,

– BiALG
le nombre de boˆıtes retourn´ees par le Bin-Packing des objets de couleuri,

– BiF RACT
la somme des tailles des objets de couleuri divisée parD,

– BALG le nombre de boˆıtes retourn´ees par l’Algorithme 2.1,
– BFRACT le somme des tailles des objets de O divis´ee parD,
– BOPT le nombre de boˆıtes optimal du probl`emeP2.

L’Algorithme Packing est tel que :

BiALG
≤ 2bBiF RACT

c+ 1
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Par cons´equent,

BALG ≤
χALG(G)∑

i=1

(2BiF RACT
+ 1)

OrBFRACT =
∑χALG(G)

i=1 BiF RACT

Donc
BALG ≤ 2BFRACT + βχ(G)

Et commeBFRACT ≤ BOPT etχ(G) ≤ BOPT , nous obtenons

BALG ≤ (2 + β)BOPT avec β ∈ lR

Il nous suffit alors de poserα = 2 + β, β ∈ lR pour obtenir l’α-approximation souhait´ee avecα ∈ lR.♦

Remarque. La proposition 2.2 peut ˆetreétendue au probl`emeBPC par une preuve similaire.

Corollaire 2.1 SoitBALG le nombre de bôıtes retourńees par l’Algorithme 2.1. SoitG = G(O).
SiG est un graphe parfait alorsBALG ≤ 3BOPT . En Particulier, le Probl̀emeP2 est3-approximable
pour les graphes d’intervalles enO(n log n). De plus, si∀O ∈ O, θ1D ≤ s(O) ≤ θ2D avec{θ1, θ2} ∈
[0, 1]2, θ1 ≤ θ2, alorsBALG ≤ (1 + (1 + θ2)(1− θ1))BOPT

Preuve. Les deux premi`eres affirmations sont imm´ediates par la preuve de la Proposition 2.2 et le
Théorème 1.5. Pour la derni`ere affirmation, il faut voir que l’Algorithme Packing est tel que

BiALG
≤ (1 + θ2)bBiF RACT

c+ 1 et bBiF RACT
c ≤ BiF RACT

− θ1

Cela nous permet alors d’obtenir

BALG ≤ (1 + θ2)BFRACT + β(1− θ1(1 + θ2))χ(G)

puis de conclure en posantβ = 1.♦

Nous allons `a présent voir comment am´eliorer cette approximation de mani`ere simple dans la partie
suivante.

2.3 UNE 11
4
-APPROXIMATION DU PROBLÈME P2 POUR

LES GRAPHES D’INTERVALLES
Nous allons maintenant pr´esenter l’Algorithme 2.2 qui am´eliore la borne obtenue par l’Algorithme

2.1 tout en conservant son temps d’ex´ecution.

Algorithme 2.2 :

Entr ée :
Une instance du probl`emeP2 ;

Sortie :
Un ensemble de boˆıteB définissant une partition deO et solution du probl`emeP2 ;

Etape 1 :
Colorier G par l’algorithmeA enχALG(G) couleurs tel queχALG(G) ≤ βχ(G) avecβ ∈ lR ;
Soitc(O) la couleur d’un objetO ;

Etape 2 :
Partitionner les objetsO en deux ensembles :
-O1 l’ensemble des objets deO dont la taille est> D

2
,

-O2 l’ensemble des objets deO dont la taille est≤ D
2

;
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Etape 3 :
Pour chaque objetO deO1 faire

MettreO dans une boˆıteB ;
Compléter en temps polynˆomial la boˆıteB par des objets deO2 de couleurc(O) ;
InclureB dansB ;

Etape 4 :
Appliquer l’Algorithme 2.1 sur l’ensemble des objets restants dansO2 ;
Inclure l’ensemble des boˆıtes ainsi obtenu dansB ;

Etape 5 :

Retourner l’ensemble des boˆıteB ;

Proposition 2.3L’Algorithme 2.2 donne uneα-approximation du probl̀emeP2 en temps polyn̂omial
tel queα ≤ 7

4 + β avecβ ∈ lR.

Preuve. SoitG = G(O). L’Etape 2 pouvant se faire en temps lin´eaire, l’Algorithme 2.2 reste po-
lynômial.
En reprenant la notation d´efinie dans la preuve pr´ecédente, nous allons distinguer les boˆıtes contenant un
objet de taille strictement sup´erieureà D

2 (notéeB1) des autres (not´eeB2).
Analysons tout d’abordB2F RACT

:

B2iF RACT
= bB2iF RACT

c+ ε avec ε ∈ [0, 1[

Deux cas se pr´esentent alors `a nous, lors de l’analyse du packing produit par l’Algorithme Packing.
– Si ε ≤ 1

2 , nous aurons :

B2iALG
≤ bB2iF RACT

c+ b
bB2iF RACT

c
2

c+ 1

Par cons´equent,

B2iALG
≤ 3

2
B2iF RACT

+ 1

– Si ε > 1
2 , nous aurons :

B2iALG
≤ bB2iF RACT

c+ d
bB2iF RACT

c
2

e+ 1

Soit,

B2iALG
≤ B2iF RACT

− ε+ d
B2iF RACT

− ε
2

e+ 1

Maintenant,
– SiB2iF RACT

− ε = 2t avect ≥ 0 alors

B2iALG
≤ 3

2
B2iF RACT

+ 1

– SiB2iF RACT
− ε = 2t+ 1 avect ≥ 0 alors

B2iALG
≤ B2iF RACT

+
3
2
− ε+

B2iF RACT
− ε

2

Or ε > 1
2 , par cons´equent,

B2iALG
≤ 3

2
B2iF RACT

+ 1

Nous pouvons donc en conclure que, dans tous les cas,B2iALG
≤ 3

2B2iF RACT
+ 1 et donc que,

B2ALG
≤ 3

2
B2F RACT

+ χALG(G) (i)
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Par ailleurs,B1F RACT
≥ |O1|

2 , donc,

B2F RACT
≤ BFRACT −

|O1|
2

(ii)

Ainsi, par(i) et (ii), nous obtenons,

B2ALG
≤ 3

2
BFRACT −

3
4
|O1|+ χALG(G)

Et en ajoutant le nombre de boˆıtes obtenues `a l’Etape 3,

BALG ≤
3
2
BFRACT +

1
4
|O1|+ χALG(G)

OrBFRACT ≤ BOPT , |O1| ≤ BOPT etχ(G) ≤ BOPT , donc

BALG ≤ (
7
4

+ β)BOPT avec β ∈ lR

Il suffit donc de poserα = 7
4 + β avecβ ∈ lR pour obtenir l’α-approximation souhait´ee avecα ∈ lR.♦

Corollaire 2.2 SoitBALG le nombre de bôıtes retourńees par l’Algorithme 2.2. SoitG = G(O).
SiG est un graphe parfait alorsBALG ≤ 11

4 BOPT . En particulier, le Probl̀emeP2 est 11
4 -approximable

pour les graphes d’intervalles enO(n log n).

Preuve. Le Théorème 1.5, la Proposition 2.3 et le fait que l’Etape 3 peut s’effectuer enO(n log n)
nous permettent de conclure.♦

Nous allons maintenant aborder un probl`eme plus g´enéral que le probl`emeP2, en lui rajoutant la
contrainte du nombre d’objets par boˆıte limité à k.

2.4 LE PROBLÈME P3 : UNE EXTENSION DES
PROBLÈMES P1 ET P2

Nous allons ici formuler le probl`emeP3 en reprenant les contraintes des deux probl`emesP1 et P2.
Celui-ci correspondra donc au probl`emeMP 3 lorsqueG(O) sera un graphe d’intervalles.

ProblèmeP3 : Bin-Packing avec contraintes de compatiblité h́eréditaires entre les objets et nombre
d’objets limit́e par bôıte

Entr ée :O = {O1, . . . , On} un ensemble den objets,G(O) = (V,E) son graphe de compatibilité
(ouG(O) son graphe d’incompatibilit́e), une fonctions : O 7−→ lR associant̀a chaque objet un nombre
réel repŕesentant sa taille,D ∈ lR tel que∀Oi ∈ O, s(Oi) ≤ D, k ∈ IN etk′ ∈ IN.

Question : Existe-t-il une partition deO en k′ boitesB1, . . . , Bk′ tel que la somme des tailles des
objets de chaque boı̂te soit au pluśegaleà D et que chaque boı̂te contienne un ensemble d’au plusk
objets compatibles ?

Comme précédemment, nous allons faire une ´etude générale du probl`eme pour en d´eduire ensuite
des résultats pour les graphes d’intervalles. Pr´ecisons qu’une ´etude de ce probl`eme oùG(O) = Kn (le
graphe complet) est mentionn´ee dans [8].
Le fait de rajouter cette contrainte sur le nombre d’objets par boˆıte agit sur la complexit´e du problème.
En effet, nous pouvons ´etablir la proposition suivante.

Proposition 2.4 Pourk = 2, le probl̀emeP3 est polyn̂omial quelque soitG(O).
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Preuve. Nous pouvons donner l’algorithme polynˆomial suivant pour r´esoudre le probl`emeP3 lorsque
k = 2.

Algorithme 2.3 :

Entr ée :
Une instance du probl`emeP3 aveck = 2 ;

Sortie :
Un ensemble de boˆıteB définissant une partition deO et solution du probl`emeP3 aveck = 2 ;

Etape 1 :
Pour chaque arˆetee ∈ E deG(O) faire

Soit e = OiOj , {Oi, Oj} ∈ V × V aveci 6= j ;
Si s(Oi) + s(Oj) > D faire

E = E \ e ;

Etape 2 :
Appliquer l’Algorithme d’Edmonds pour trouver un couplage maximumM dansG(O) ;
Pour chaque couple{Oi, Oj} ∈ M faire

PlacerOi etOj dans une mˆeme boˆıte et inclure celle-ci dansB ;
Pour chaqueO ∈ O tel queO 6∈ M faire

PlacerO dans une boˆıte et inclure celle-ci dansB ;

Etape 3 :

Retourner l’ensemble des boˆıtesB ;

La complexité de l’Algorithme d’Edmonds ´etant enO(n3) [5], l’Algorithme 2.3 peut s’ex´ecuter en
O(n3). Vérifions à présent la validit´e de cet algorithme. SoitG′ le graphe obtenu apr`es l’Etape 1.G′

représente en fait la combinatoire de tous les couples d’objets, soitOi, Oj ∈ O aveci 6= j, compa-
tibles et respectant la contraintes(Oi) + s(Oj) ≤ D (c’est-à-direOi et Oj peuvantêtre placés dans
une même boˆıte). Par cons´equent, un couplage maximum dansG′ définira bien une solution optimale de
notre problème.♦

Corollaire 2.3 Pourk = 2 etG(O) graphe d’intervalles, le problèmeP3 peutêtre ŕesolu enO(n3).

Proposition 2.5 Pour k ≥ 3, le probl̀emeP3 estNP-complet quelque soitG(O). De plus, il estα-
approximable en temps polynômial avecα ∈ lR si et seulement si le problème de la coloration deG(O)
(respectivement le problème de la couverture deG(O) pardes cliques) estβ-approximable en temps po-
lynômial avecβ ∈ lR etα ≥ β.

Preuve. Pour le premier point, il suffit de voir que le probl`emeP3 contient le probl`eme de Triparti-
tion (G(O) le graphe complet etk = 3). Rappelons tout de mˆeme le probl`eme de Tripartition de mani`ere
brève.

Problème :Tripartition

Entr ée :Un ensembleA = {ai / i ∈ I} de3q nombres entiers,q ∈ IN, avec
∑

i∈I ai = qD et,∀i,
D
4 < ai <

3D
4 ,D ∈ IN.

Question :Existe-t-il une partition deA enq sous-ensembles, chacun de cardinal3 et de poidsD ?

Pour le second point, nous allons d´emontrer l’implication dans un sens puis dans l’autre.
=⇒ :
En posant∀Oi ∈ O, s(Oi) = 1 et D = k = n dans le probl`emeP3, nous pouvons obtenir uneα-
approximation en temps polynˆomial avecα ∈ lR pour le problème de la coloration du grapheG(O)
(respectivement le probl`eme de la couverture du grapheG(O) par des cliques).



Sur certains problèmes liés à la planification d’horaires de travail 125

⇐= :
Nous allons donner une preuve algorithmique de cette implication. Par commodit´e, nous noteronsG(O)
parG.
Supposons que le probl`eme de la coloration du grapheG(O) (respectivement le probl`eme de la couver-
ture du grapheG(O) par des cliques) soitβ-approximable en temps polynˆomial avecβ ∈ lR. Il existe
donc un algorithmeA polynômial colorantG enχALG(G) couleurs tel queχALG(G) ≤ βχ(G) avec
β ∈ lR.
Nous pouvons alors d´ecrire l’algorithme suivant pour le probl`emeP3.

Algorithme 2.4 :

Entr ée :
Une instance du probl`emeP3 ;

Sortie :
Un ensemble de boˆıteB définissant une partition deO et solution du probl`emeP3 ;

Etape 1 :
Appliquer l’Algorithme 2.1 surO pour le problèmeP2 ;
SoitB′ l’ensemble des boˆıtes retourn´e par l’Algorithme 2.1 ;

Etape 2 :
Pour chaque boˆıteB ∈ B′ faire

Si |B| ≤ k faire
InclureB dansB ;

Sinon faire
Soitq = b |B|

k
c etr = |B| − q × k ;

Mettre, par paquet dek, q × k objets deB dansq boı̂tes et lesr objets restants deB dans une boˆıte ;
Inclure ces boˆıtes dansB ;

Etape 3 :

Retourner l’ensemble des boˆıtesB ;

L’Etape 2 pouvant s’effectuer en temps lin´eaire, l’Algorithme 2.4 peut s’ex´ecuter en temps polynˆomial.
Analysons donc son r´esultat.
SoitBALGD

= |B′| etBALGD,K
= |B|. De la même mani`ere, soitBOPTD

le nombre optimal de boˆıtes
solutions du probl`emeP2 à l’Etape 1 etBOPTD,K

le nombre optimal de boˆıtes solutions du probl`eme
P3.
Clairement, nous avons,

BALGD,K
=

BALGD∑
j=1

d|Bj |
k
e

BALGD,K
≤

BALGD∑
j=1

|Bj |
k

+BALGD

BALGD,K
≤ n

k
+BALGD

Or n
k ≤ BOPTD,K

, BOPTD
≤ BOPTD,K

etχ(G) ≤ BOPTD,K
, donc

BOPTD,K
≤ (3 + β)BOPT D,K

avec β ∈ lR

En posantα = 3 + β avecβ ∈ lR, nous obtenons l’α-approximation souhait´ee.♦

Remarque. La proposition 2.5 peut ˆetreétendue par une preuve similaire au probl`emeP3 considérant,
non pas des graphes, mais des hypergraphes de compatibilit´e.
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Corollaire 2.4 SoitBALG le nombre de bôıtes retourńees par l’Algorithme 2.4. SoitG = G(O).
SiG est un graphe parfait alorsBALG ≤ 4BOPT . En Particulier, le Probl̀emeP3 est4-approximable
pour les graphes d’intervalles enO(n log n).

Preuve. Immédiate par le Th´eorème 1.5, le Corollaire 2.1 et la Proposition 2.5.♦

Corollaire 2.5 Soit,

Etape 1’ :
Appliquer l’Algorithme 2.2 surO pour le problèmeP2 ;
SoitB′ l’ensemble des boˆıtes retourné par l’Algorithme 2.2 ;

Etape 3’ :

Pour chaque objetO deO1 faire

MettreO dans une boˆıteB ;

Compléter en temps polynˆomial la boı̂teB par au plusk − 1 objets deO2 de couleurc(O) ;

InclureB dansB ;

Soit, dans l’Algorithme 2.2, l’Etape 3 remplacée par l’Etape 3’ et dans l’Algorithme 2.4, l’Etape 1
remplaćee par l’Etape 1’. SoitBALG le nombre de bôıtes retourńees par ce dernier etG = G(O).
Si G est colorable enχALG(G) couleurs tel queχALG(G) ≤ βχ(G) avecβ ∈ lR alors BALG ≤
(11

4 + β)BOPT .
SiG est un graphe parfait alorsBALG ≤ 15

4 BOPT . En particulier, le Probl̀emeP3 est 15
4 -approximable

pour les graphes d’intervalles enO(n log n).

Preuve. Similaire aux preuves de la Proposition 2.5 et du Corollaire 2.4.♦

Nous allons maintenant voir comment encore am´eliorer les facteurs d’approximation ´etablis par les
algorithmes pr´ecédents. Voici, comme pr´ecedemment, un algorithme se basant sur l’Algorithme 2.1.

Algorithme 2.5 :

Entr ée :
Une instance du probl`emeP3 ;

Sortie :
Un ensemble de boˆıteB définissant une partition deO et solution du probl`emeP3 ;

Etape 1 :
ColorierG par l’algorithmeA enχALG(G) couleurs tel queχALG(G) ≤ βχ(G) avecβ ∈ lR ;

Etape 2 :
Pour chaque stableSi défini par les objets de couleuri faire

Appliquer l’Algorithme Packing pour le probl`emeBP sur l’ensemble des objets deSi ;
SoitB′ l’ensemble des objets retourn´e par celui-ci ;
Pour chaque boˆıteB ∈ B′ faire

Si |B| ≤ k faire
InclureB (*) dansB ;

Sinon faire
Marquer les|B| − k plus petit objets de B ;
Mettre les objets non-marqu´es (**) de B dans une boˆıte et l’inclure dansB ;

Tant qu’il reste au moinsk objets marqu´es faire
Disposer ceux-ci par paquets dek dans des boˆıtes et les inclure dansB ;

Mettre les objets restants dans une boˆıte et l’inclure dansB ;

Etape 3 :

Retourner l’ensemble des boˆıtesB ;



Sur certains problèmes liés à la planification d’horaires de travail 127

Proposition 2.6 L’Algorithme 2.5 est un algorithme d’approximation polynômial pour le probl̀eme
P3 donnant uneα-approximation tel que

α ≤ 3k − 2
k

+ β avec β ∈ lR

Preuve. L’Etape 2 pouvant s’effectuer enO(n log n), l’algorithme peut s’ex´ecuter en temps po-
lynômial. Quant `a sa validité, elle est bas´ee sur le lemme suivant.

Lemme 2.1Les objets marqúes ont une taille strictement inférieureà D
k .

Preuve du Lemme 2.1.Supposons qu’une boˆıte contiennek′ objets,k′ > k. Il existe nécessairement
k′−k objets de taille strictement inf´erieureà D

k . En effet, si ce n’´etait pas le cas, cela signifirait quek+1
objets seraient de taille sup´erieure ou ´egaleà D

k et donc que la boˆıte contenant ces objets aurait une taille
supérieure ou ´egaleà k+1

k D > D, ce qui contredit l’hypoth`ese selon laquelle la somme des tailles des
objets d’une boˆıte doit être inférieure ou ´egaleàD.♦

Grâce au Lemme 2.1, nous pouvons affirmer que notre algorithme est valide. D´emontrons maintenant
la borneénoncée dans la proposition.
Soit :

– Bi1 le nombre de boˆıtes dont les objets sont de couleuri et sont marqu´es ou non-marqu´es (**),
– Bi2 le nombre de boˆıtes (*) de couleuri,
– |Bi1 | le nombre d’objets de l’ensemble des boˆıtes dont les objets sont de couleuri et sont marqu´es

ou non-marqu´es (**),
– |Bi2 | le nombre d’objets de l’ensemble des boˆıtes (*) de couleuri,
– ni = |Bi1 |+ |Bi2 |.

Nous aurons ainsi,

BiALG
= d|Bi1 |

k
e+Bi2

BiALG
≤ |Bi1 |

k
+Bi2 + 1

Or |Bi1 | = ni + |Bi2 |, donc

BiALG
≤ ni

k
+
k − 1
k

Bi2 + 1

EnsuiteBi2 ≤ |B′| − 1 (sinonBiALG
≤ 2BiF RACT

+ 1) et |B′| ≤ 2BiF RACT
+ 1, par cons´equent

BiALG
≤ ni

k
+ 2

k − 1
k

BiF RACT
+ 1

Ainsi, en sommant sur l’ensemble des couleurs,

BALG ≤
n

k
+ 2

k − 1
k

BFRACT + χALG(G)

Et commen
k ≤ BOPT , BFRACT ≤ BOPT etχ(G) ≤ BOPT , nous obtenons

BALG ≤ (
3k − 2
k

+ β)BOPT avec β ∈ lR

En posantα = 3k−2
k + β avecβ ∈ lR, nous obtenons l’α-approximation souhait´ee.♦

Corollaire 2.6 SoitBALG le nombre de bôıtes retourńees par l’Algorithme 2.5. SoitG = G(O).
SiG est un graphe parfait alorsBALG ≤ 4k−2

k BOPT . En particulier, le Probl̀emeP3 est4k−2
k -approximable
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pour les graphes d’intervalles enO(n log n).

Preuve. Immédiate par le Th´eorème 1.5 et la Proposition 2.6.♦

Remarque. Il est possible de reproduire cet technique d’approximation en se basant non pas sur l’Al-
gorithme 2.1 mais sur l’Algorithme 2.2, ainsi l’α-approximation obtenue sera tel queα = 11k−3

4k + β
avecβ ∈ lR. Notons que cette approximation sera meilleure que celle obtenue par l’Algorithme 2.5 pour
k ≥ 5.

Conclusion
Nous venons de voir, `a travers ce travail de recherche, que la probl´ematique de la planification d’ho-

raires de travail, mˆeme mod´elisée simplement, restait un probl`eme difficile. Les probl`emeP1, P2 etP3

pour les graphes d’intervalles (correspondants respectivement aux probl`emesMP1,MP2 etMP3) sont
en effet tous troisNP-complets. Cependant, notre ´etude a montr´e que la structure d’un ensemble d’in-
tervalles offrait de bonnes propri´etés pour la mise au point d’algorithmes d’approximation polynˆomiaux
aux facteurs d’approximationα raisonnables (α ≤ 4 quelque soit le probl`eme).

Malgré tout, cette premi`ereétude est loin d’ˆetre exhaustive. En effet, beaucoup de questions restent
poser autour de ces probl`emes. Il reste notamment `a étudier l’existence de sch´emas d’approximation po-
lynômiaux,à rechercher des bornes inf´erieures et `a mettre au point des algorithmes am´eliorant les bornes
supérieures existantes. Un autre point d’interrogation majeur reste la complexit´e du problèmeP1 pour
k = 3. Enfin, ce travail met en perspective d’autres mod`eles ou bien certaines variantes du probl`eme de
planification dont nous allons donner quelques exemples pour terminer.

Un quatrième problème, mod´elisant parfaitement la planification d’horaires de travail, peut ˆetre en
effet défini comme suit.

ProblèmeMP4 :

Soitn tâchesTi, i ∈ {1, . . . , n} tel queTi = (di, fi) avecdi ∈ IN date de d´ebut deTi et fi ∈ IN date
de fin deTi. Partitionner cesn tâches en le minimum de vacations tel que les tˆaches appartenant `a une
vacation ne se chevauchent pas deux-`a-deux et que chaque vacation ait une dur´ee totale (= date de fin de
sa dernière tâche− date de d´ebut de sa premi`ere) au plus ´egaleàD,D ∈ lR.

Ce problème correspond `a la coloration d’un grapheG = (V,E1 ∪ E2) où G1 = (V,E1) est un
graphe d’intervalles etG2 = (V,E2) est un graphe de comparabilit´e. Il existe donc une2-approximation
immédiate du probl`eme par les colorations successives deG1 et deG2 mais la complexit´e de ce probl`eme
resteà étudier précisemment.

Une autre approche serait l’´etude des probl`emesMP1, MP2 et MP3 dans leur version “on-line”
qui serait telle que les tˆaches apparaˆıtraient dans l’ordre d´efini par leurs indices de date de d´ebut. Dans
ce cas-ci, nous pouvons d´ejà affirmer que certains algorithmes, bas´es sur la coloration “on-line” d’un
graphe d’intervalles (pouvant se faire par l’Algorithme de coloration d’un ensemble d’intervalles pr´esenté
Chapitre 1 Section 1) et l’utilisation de m´ethodes “on-line” de packing tir´ees de l’Algorithme Packing
(Chapitre 2 Section 2) que nous avons pr´esenté, seraient respectivement2-compétitif, 3-compétitif et
4-compétitif pour les versions “on-line” des probl`emesMP 1,MP2 etMP3.

Enfin, le dernier exemple est le probl`eme de replanification. En effet, une fois la planification des
horaires effectu´ee, l’avance ou le retard de certains travaux peuvent perturber l’emploi du temps (par
exemple, faits communs pour les employ´es des a´erogares, les retards d’avions) et ainsi conduire `a la
nécessit´e de replanifier certains horaires selon certaines r`egles. La probl´ematique de replanification fe-
rait donc apparaˆıtre certains types de probl`emes o`u se mèleraient m´ethodes d’approximation et analyses
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probabilistes : probl`emes intéressants tant du point de vue th´eorique qu’exp´erimental.

Références

[1] M.G. ANDREWS, M.J. ATALLAH , D.Z. CHEN, et D.T. LEE, Parallel Algorithms for Maximum
Matching in Complements of Interval Graphs and a Related Problems, Algorithmica, Springer-
Verlag (2000), 263–289.

[2] C. BERGE, Hypergraphes, Gauthier-Villars, 1987.
[3] H.L. BOADLANDER et K. JANSEN, Restrictions of Graph Partitions Problems. Part I, Elsevier,

Theoretical Computer Science 148 (1995), 93–109.
[4] T. CORMEN, C. LEISERSON, et R.RIVEST, Introductionà l’Algorithmique, Dunod, 1994.
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